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三维边坡稳定分析的有限元弹塑性迭代解法 
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（1.河海大学 水利水电工程学院，南京 210098；2.廊坊市水利勘察规划设计院，河北 廊坊 065000） 
 

摘  要：针对已知滑动面的三维边坡稳定分析问题，在塑性力学上限定理的基础上，提出了求解安全系数的三维有限元弹塑

性迭代解法。对于滑动面的非线性特性，采用常规的矩形（平面）或立方体（空间）单元来描述，应力则符合相关联流动法

则的 Mohr-Coulomb 强度准则。通过对弹塑性增量理论中流动法则的分析，证明了当结构达到极限状态时，滑动面内切向应

力的方向与滑体的主滑方向一致，说明最终以滑动面内的切向应力作为滑体滑动力的有效性。通过迭代的方式，逐步降低滑

动面材料的抗剪参数，使边坡达到极限状态，不仅快速求得了滑动面的安全系数，且能够得到边坡在接近临界失稳状态时滑

动面内切向应力的分布情况和边坡的变形规律，为边坡采取加固措施提供了参考依据。最后，以椭球面滑动和楔形滑动 2 个

经典算例和工程实例，验证了该方法的有效性和正确性。 
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Elastoplastic finite element iteration method for stability  
analysis of three-dimensional slope 

 
YAN Tian-you1,  LI Tong-chun1,  ZHAO Lan-hao1,  JI Wei-wei2 

(1. College of Water Conservancy and Hydropower Engineering, Hohai university, Nanjing 210098, China; 
2. Langfang Investigation, Planning and Design Institute of Water Resources, Langfang 065000, China) 

 
Abstract: For the stability analysis of three-dimensional slope with known slip surface, based on the upper-bound theory of plasticity, 
an elastoplastic finite element iteration method for stability factor is suggested. The contact surface is simulated by rectangle element 
for plane problems or cubic element for dimensional problems with small thickness; and the Mohr-Coulomb associated flow rule 
criterion for the stresses is adopted. Based on analyzing the associated flow rule in the incremental elastoplastic theory, it is proven 
that the direction of the tangential stress on the slip surface and the sliding direction of the slope are consistent when the slope reaches 
ultimate state; so it is accurate that the tangential stress is regarded as the sliding force. In the process of calculation, the shear 
strength parameter is reduced step by step based on the iterative method, until the slip slope reaches ultimate state. Not only the 
stability factor can be got by this method rapidly, but also the tangential stress distribution on the slip surface and the deformation law 
of the slope can be obtained as well, which provides reference for taking reinforcement measures to the slope. At last two typical 
problems, i.e. ellipsoid slide and wedge slide, and a project example are given to verify its availability and rightness. 
Key words: three-dimensional stability analysis; finite element method; sliding direction; factor of safety 
 

1  引  言 

在边坡分析领域，二维极限平衡法是常用的手

段，对已知滑动面的二维边坡，滑动面内切向应力

的方向很容易确定，所以安全系数的计算理论上是

准确的。但对三维边坡来说，其滑动面内的切向应

力方向或滑体的主滑方向很难确定，尤其对不对称

滑体来说，更是如此，所以安全系数的求解难度相

对较大。用刚体极限平衡法对三维边坡进行分析时，

常用的是二维边坡极限平衡条分法的三维推广，又

称条柱法，该法一般都要假定滑动面内切向力的方

向，不同假定方式，得到的安全系数也不同
[1－4]

，对

此，文献[5]提出了通过改变滑体的滑动方向（0°～
360°），搜索最危险滑动方向的方法。 

利用有限元法得到的应力成果，套用极限平衡

法计算公式得到的安全系数往往比极限平衡法得到
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的安全系数要小，主要原因在于滑动面并未全部进

入塑性状态，整个结构没有达到极限平衡状态，滑

动面内的切向应力的方向并非和滑体的主滑方向一

致。陈菲
[6]
采用有限元强度折减法，求解已知滑动

面边坡的安全系数，虽不必假设滑体的主滑方向，

但如何判断结构是否达到极限状态
[7－10]

，即如何定

义边坡的失稳判据，工程界目前还没有统一的标准。

文献[11]提出了边坡抗滑稳定安全系数的有限元迭

代解法，本质上与刚体极限平衡法一致，虽计算效

率较高，但没有对三维边坡分析中的滑动方向问题

进行专门的讨论。 
综上所述，求解已知滑动面边坡的安全系数

时，滑动面内滑动力方向与滑体主滑方向一致是保

证安全系数准确性的前提。为此，本文在塑性力学

上限定理的基础上，提出了求解边坡安全系数的有

限元弹塑性迭代解法。滑动面的单元形式采用文献

[12]中提出的常规的矩形（平面）或立方体（空间）

单元，强度准则采用符合相关联流动法则的 Mohr- 
Coulomb 准则。通过对弹塑性增量理论中流动法则

的分析，证明了当结构达到极限状态时滑动面上产

生的塑性功增量最大，说明了此时滑动面内切向应

力的方向与滑体的主滑方向是一致的，最终以滑动

面内的切向应力作为滑体滑动力是精确的。根据弹

塑性有限元法得到的计算结果，通过迭代的方式逐

步降低滑动面材料的抗剪参数，使边坡达到极限状

态，以滑动面上的滑动力与阻滑力平衡作为边坡达

到极限状态的依据。该法不仅可以求得滑动面的安

全系数，且能得到边坡在接近临界失稳状态时滑动

面内切向应力的分布情况和边坡的变形规律，为边

坡采取加固措施提供了参考依据。 

2  极限分析上限定理 
对于一个已知滑面处于极限状态的三维边坡，

剖面见图 1，滑动面材料服从 Mohr-Coulomb 破坏

准则，其余以刚性材料考虑。假设三维滑体存在一

个滑动方向，当滑动面全部屈服时，由于某一外荷

载增量导致滑动面沿此滑动方向产生的塑性功增量

为
*
sdD ，则可通过塑性力学中的上限定理

[13－14]
求解

相应这一塑性变形模式的外荷载 *T （图 1），计算公

式为 

* * * *
s dL D WV T V           （1） 

上限定理指出，对应于真实滑动方向的外荷 T
一定比 *T 小或相等。式（1）中： *V 为外荷增量引

起的相应位移速率；W 为滑体的体积力。因此，极

限分析方法是在许多可能的滑动方向中寻找一个使
*T 最小的主滑方向，或者 *T 为单位力时，寻找使得

滑动面产生最大塑性功增量的滑动方向。 
实际中，确定结构的安全裕度不是通过加载的

方法，而是通过不断降低岩土体的强度参数使得结

构达到极限状态，材料强度参数的降低系数 K 为所

求的安全系数，公式为 

e /c c K                （2） 

etan (tan ) / K             （3） 

结合式（2）、（3），通过式（4）求解 K。 
* * *
s,e L dD WV TV           （4） 

式中：
*
s,eD 为相应 ec 和 e 计算的内能耗散率。通过

求解隐含于 ec 和 e 中 K 的最小值，逼近临界的坡

坏模式。此时T 为设定的外荷，已不再是未知量。 
 

 

图 1  三维边坡塑性力学上限解剖面示意图 
Fig.1  The upper-bound theory of plasticity of 3D slope 

3  安全系数的有限元弹塑性迭代解法 
实现上述的极限分析主要有两个问题：①塑性

功的求解，用弹塑性增量理论的有限元解法很容易

实现。②在 K 值相同的前提条件下，证明求得的塑

性功为最大塑性功。 
3.1  弹塑性增量理论的有限元解法 

一般已知滑动面的三维边坡分析问题的非线性

特性主要反映在滑动面上，并满足一定的屈服准

则。采用弹塑性增量理论的有限元解法，对边坡进

行分析的第 j 次迭代的整体静力平衡方程为 

 

   

T
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式中：[ ]K 为整体刚度矩阵； B 为几何矩阵；{ } ju
为第 j 次迭代位移增量； 1{ } j  为第 1j  次迭代结

束时的总应力向量；{ }F 为外载列阵；m 为材料达

到屈服所需要的应变增量强度与加载所引起的应变

增量强度之比； p[ ]D 为 1j  次迭代步的塑性矩阵；

f 为与材料抗剪参数有关的强度屈服准则。计算中

通过逐步降低材料抗剪参数，改变塑性材料的屈服

准则方程，使得结构达到极限状态。 
3.2  屈服准则及最大塑性功证明 

在以夹层、结构面等为滑动面的边坡稳定非线

性有限元分析中，滑坡体可以采用常规的单元配以

相应的本构关系来描述。对于仅已知抗剪参数的夹

层或结构面的模拟，本文采用了常规的矩形（平面）

或立方体（空间）单元，为此文献[12]进行了详细

讨论，并对其适用性进行了理论和实例分析。滑动

面上的应力强度准则采用 Mohr-Coulomb 准则，即 

n ntan 0f c                （7） 

设滑动面上单元 e 的局部坐标系为 x y z  ，其

中 z为滑动面的法向。该局部坐标系与整体坐标系

之间的方向余弦见图 2。局部坐标下的应力张量

i j  与整体坐标下的应力张量的转换关系为 

[ ]i j ijT                 （8） 

式中：[ ]T 为转换矩阵。则式（7）又可以表示为 

2 2tan 0z z z x z yf c                   （9） 

则单元 e 滑动面内局部坐标下的切向应力在整体坐

标下的应力向量为 

n

1 2 1 2 1 2( , , )
z y

z x z y z x z y z x z yl l m m n n     
 
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 

  
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（10） 
 

 

(a)                              (b) 

图 2  滑动面上的局部坐标系及方向余弦 
Fig.2  Relation between the local and the global 

coordinates on the slip surface 

当结构达到极限平衡状态时，滑动面上沿着主

滑方向的滑动力与阻滑力应保持平衡。通过分析滑

动面内切向应力的方向，可以判断滑坡体的主滑方

向。或者当已知滑坡体的主滑方向时，应检验滑动

面内切向应力的方向是否与滑动方向一致。 
屈服准则相同时，采用关联流动法则的计算结

果比采用非关联流动法则的计算结果稍大，其相对

误差随着内摩擦角的增大而增大，一般在 3 %～   
5 %[15]

。虽然，大多数岩土材料在加荷过程中并不

遵守相关联的流动法则，但极限分析只是研究材料

在破坏时的变形速率，由于此时岩土材料或多或少

地具有剪胀特征，因此，即使材料不遵守相关联流

动法则，采用关联流动法则的计算公式仍可期望较

好的近似性
[14]

，故本文采用了关联流动法则，认为

剪胀角等于摩擦角。 
在单元 e 滑动面内局部坐标下，流动法则可以

表示为 

pd di j
i j

f
 

 
 


 

           （11） 

式中：
pd i j  为塑性应变增量。当d 0≥ 时，为比例

系数，则由式（11）可得 
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        （12） 

由式（12）可得 

p

p

d
d

z x z x

z y z y

 
 

   

   

             （13） 

由式（13）可得，进入塑性状态后滑动面面内

塑性应变增量的方向与切向应力方向一致，沿着滑

动方向滑动面材料提供了最大的抗力，这符合最大

塑性功原理。根据上限定理与式（4），此时滑体的

滑动方向与实际的主滑方向一致，材料抗剪参数的

折减系数（即安全系数 K）为最小值。反映到滑动

面上则表现为面内单元高斯点的塑性应变增量方

向、面内剪切应力 n 的方向都与滑体的主滑方向一

致，这就说明了最终以滑动面内的切向应力作为滑

体滑动力的有效性。当边坡达到极限状态时，取滑

动面内某一特征点剪切应力 n 的方向向量，与竖直

方向向量组成的面作为滑体的主滑方向面，如图 3
所示。 
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图 3  主滑方向面示意图 
Fig.3  The surface of sliding direction of 3D slope 

 
3.3  安全系数的迭代求解 

相对于有限元强度折减法，本文中的安全系数

主要是通过迭代方法求得，而不是经过一系列的折

减过程，计算效率得到了提高。假设在已对滑动面

材料的 c 和 tan 值降低了 K 倍，在弹塑性有限元法

计算成果的基础上，滑动面上阻滑力和滑动力为 

1 1

1 1

1 ( tan c )  

1

ge

ge

NN

r ei nig ei ig
i gi

NN

t nig ig
i gi

F V
t

F V
t

 



 

 


   



 




    （14） 

式中： eN 为滑动面内单元个总数； gN 为每个单元

中积分点数； nig 、 nig 分别为第 i 个单元中第 g 个

高斯点的正、剪应力； igV 为第 i 个单元中第 g 个高

斯点的控制体积； it 为滑动面第 i 个单元的计算厚

度； ei 、 eic 分别为第 i 个单元折减后的摩擦角和黏

聚力。 
新的抗滑稳定系数为 *K ，即 

*
r tK KF F             （15） 

* *K K K ≤给定误差        （16） 

当安全系数满足式（16），即材料抗剪参数折减

后的滑动面上滑动力与阻滑力平衡，结构达到极限

平衡状态。根据上面的结论，此时以滑动面内切向

力作为滑体滑动力是精确的，则计算完成，真实的

抗滑稳定安全系数即为 *K ，否则，令 *K K 。对

滑动面材料的 c 和 tan 值进行折减，改变滑动面材

料的屈服准则方程，代入式（5）重新进行计算，直

到满足式（16）为止。 

4  算例分析 
4.1  椭圆形滑坡体 

文献[16]对一系列具有简单体形的椭球滑面的

三维安全系数提供了解答，选择其中一例，其 3D
滑面的主剖面及有关参数如图 4 所示，有限元网格

如图 5 所示。 

 

图 4  3D 滑面主剖面（单位: m） 
Fig.4  The main cross-section of 3D slip surface(unit: m) 

 

 

图 5  椭圆形滑体有限元网格图 
Fig.5  The finite element mesh of the ellipsoid 

 

边界条件是底部固定约束，侧边法向约束，结

构面以常规的矩形薄层单元来模拟。边坡在自然状

态下已经保持稳定，存在一个初始应力场。计算分

析时，在保持危岩体初始应力场的基础上，根据非

线性有限元法中边坡稳定安全系数的定义，逐步迭

代降低滑动面材料的抗剪参数，在迭代计算过程

中，滑动面上的切向应力方向不断调整，直至结构

达到极限平衡状态。 
在大型有限元计算程序 GEHOMadrid（为河海

大学李同春教授与西班牙公共工程试验研究中心

M.PASTOR 教授 1994 年来合作开发的研究成果，

完成了众多的科研基金项目）框架的基础上加入本

文的方法，对算例进行计算。图 6 给出了在初始状

态下和极限状态下滑动面内切向应力的分布情况。

可以看出，自然状态下滑动面内的切向应力方向与

主滑方向存在一定的角度，越到滑坡体边缘处，角

度越大。当边坡达到极限状态时，滑动面上的切应

力基本与滑体的主滑方向一致，验证了以滑动面内

的切向应力作为滑体滑动力的有效性。对于此例滑

体，文献[16]给出了安全系数为 2.122，文献[3]将二

维 Spencer 法在三维条件下进行了扩展，得到的安

全系数为 2.188，文献[4]得到的安全系数为 2.162，
本文得到的安全系数为 2.182，从而验证了本文方

法的有效性和正确性。 

 

318.8 kN / m
29 kPa
20

c






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图 6  椭圆型滑动面内切向应力分布示意图 
Fig.6  The distribution of the tangential stress in the 

elliptoid slip surface  
 
4.2  锲形滑坡体 

岩石力学中的楔形体稳定是一个典型的三维 
极限平衡分析问题，其几何形体参数见表 1。图 7
为楔形体的三维计算模型，楔形体坡高为 64.89 m，

岩石重度为 26 kN/m3，计算分左右底滑面强度参数

相同和不相同两种情况。在对称例题中取 c       
50 kN/m2，  20°。材料不对称例题中右结构面

强度指标不变，左结构面采用 c  30 kN/m2，   
10°。 

 
表 1  楔形体的几何参数 

Table 1  Geometrical parameters of the wedge 
部位 倾向/ (°) 倾角/ (°) 

左结构面 115 45 
右结构面 245 45 

顶面 180 10 
坡面 180 60 

 

 

图 7  楔形体滑体形状图 
Fig.7  The shape of the wedge 

 

图 8 为楔形滑体在极限状态下滑动面内的切向

应力分布情况。从图 8(b)中可以看出，材料参数较

好的结构面提供了更大的阻滑力。对于材料对称的

情况，本文的得到的安全系数为 1.523，E. Hoek 和

J. W. Bray[17]
给出的解析解K  1.556，计算值与理

论值的相对误差为 2.12 %。考虑楔形体左、右滑

面取不同强度指标时，本文得到的安全系数为

1.162，比 E. Hoek 和 J. W. Bray 给出的安全系数

K  1.180 略小。文献[3]指出，当假设的底滑面剪

切力的分布形状不同时，得到的安全系数也有所不

同，并给出一个安全系数的范围K  1.167～1.143，
这进一步说明本文得到的安全系数是正确的。 

 

 
(a) 材料对称           (b) 材料不对称 

图 8  楔型滑动面内切向应力分布示意图 
Fig.8  The distribution of the tangential stress  

in the wedge slip surface 
 

5  工程应用 

某工程边坡中滑体形状如图 9 所示，3 条裂隙

面将滑体基本完全分割。裂隙的几何参数和物理

参数见表 2，岩体重度   26 kN/m3，弹性模量为

7 GPa，泊松比为 0.3，滑体共有 8 545 m3。此边坡

滑体的结构和与滑动面材料都不对称，用刚体极限

平衡法分析具有一定难度。采用本文的分析方法，

假定初始的K  1.0，经过 4 次迭代安全系数精确到

0.01，8 次迭代后安全系数精确到 0.001，计算效率

较高，最终的安全系数为 1.075。 
 

 

图 9  工程边坡的滑体形状图 
Fig.9  The sliding mass shape of an engineering slope 

 

图 10 为边坡达到极限状态时滑动面上切向应

力分布情况。从图中可以看出，侧滑面的切向应力

较小，抗滑力主要由底滑面提供，符合一般规律。

根据计算结果，决定对此边坡采用锚杆与缝面灌浆

右结构面 

左结构面 

H
 = 

64
.8

9 
m

 

z 

x 

y 

o 
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相结合的加固方式。锚杆的施加方向主要位于主滑

方向面内，并有一 10°大小的向上的倾角，以充分

发挥锚杆的锚固作用。对于类似已知滑动面的三维

边坡分析问题，通过本文的方法，不仅可以快速求

得滑动面的安全系数，且能到得到滑动面内切向应

力的分布情况与边坡的变形规律。以此确定锚杆的

植入方向，抗滑桩布置的部位和走势，灌浆的部位

等，为边坡采取加固措施提供了参考依据。 
 

 
图 10  滑动面内切向应力分布示意图 

Fig.10  The distribution of the tangential stress  
in the slip surface 

 
表 2  滑动面的几何参数 

Table 2  Geometrical parameters of the wedge 

部位 
倾向 
/ (°) 

倾角 
/ (°) 

摩擦角 
/ (°) 

黏聚力 
/ kPa 

ACB面 70 23 33 20 
ABD面 8 72 22 15 

ADEC面 90 69 19 10 

6  结  论 
（1）在塑性力学上限定理的基础上，提出了三

维边坡稳定分析的有限元弹塑性迭代解法。通过对

弹塑性增量理论中流动法则的分析，证明了当结构

达到极限状态时，滑动面内塑性应变增量方向、切

向应力方向与滑体的主滑方向保持一致。说明了以

滑动面内切向应力作为滑体滑动力的有效性，并用

算例进行了验证。 
（2）相对于有限元强度折减法，本文中的安全

系数主要是通过迭代方法求得，而不是经过一系列

的折减过程，计算效率得到了提高。以滑动面上的

滑动力与阻滑力平衡作为边坡达到极限状态的依

据，避开了有限元强度折减法中难以定义边坡失稳

判据的问题，且得到的安全系数的含义与现行设计

规范中对安全系数的定义一致。 
（3）三维边坡稳定分析的有限元弹塑性迭代解

法无需假定滑体的主滑方向，不仅可以快速求得滑

动面的安全系数，且能得到边坡在接近临界失稳状

态时滑动面内切向应力的分布情况和边坡的变形规

律，为边坡采取加固措施提供了参考依据。 
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